M02/510/H(2)S
I B O IB DIPLOMA PROGRAMME

s PROGRAMME DU DIPLOME DU BI
—  PROGRAMA DEL DIPLOMA DEL BI

MATEMATICAS
NIVEL SUPERIOR
PRUEBA 2

Miércoles 8 de mayo de 2002 (manana)

3 horas

INSTRUCCIONES PARA LOS ALUMNOS

* No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

* Conteste las cinco preguntas de la Seccién A y una pregunta de la Seccién B.

» Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numeéricas
deberdn ser exactas o con tres cifras significativas.

* Escriba la marca y el modelo de su calculadora en la portada de su cuadernillo de
respuestas (p. €j., Casio fx-9750G, Sharp EL-9600, Texas Instruments TI-85).

222-241 12 paginas



-2- M02/510/H(2)S

Empiece una pdgina nueva para cada respuesta. Se recomienda que muestre todos los cdlculos, siempre
que sea posible. Para los resultados obtenidos con calculadora de pantalla grdfica, deberd reflejarse por
escrito el proceso seguido hasta su obtencion. Por ejemplo, cuando deba utilizar grdficas de una
calculadora de pantalla grdfica para hallar soluciones, deberd dibujar esas grdficas en su respuesta. Una
respuesta incorrecta sin indicacion del método utilizado no recibira normalmente ningin punto.

SECCION A

Conteste las cinco preguntas de esta seccion.

1. [Puntuacion mdxima: 16]
Los puntos A, B, C y D tienen las siguientes coordenadas:
A:(1,3,1) B:(1,2,4 C:(2,3,6) D:(5,-2,1).

- -
(@ (i) Calcule el producto vectorial AB X AC,exprese su respuesta en

funcién de los vectores unitarios i, j, k.
(i) Halle el area del triangulo ABC .

Llamamos IT al plano que contiene los puntos A, By C, y L a la recta que pasa
por D y es perpendicular a II. El punto de interseccion de L y ITes P.

(b) (i) Halle la ecuacion cartesiana de I1.
(ii) Halle la ecuacién cartesiana de L .
(c) Halle las coordenadas de P .

(d) Halle la distancia perpendicular de D a IT.
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[6 puntos]

[5 puntos]
[3 puntos]

[2 puntos]
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2.  [Puntuacion mdxima: 12]

La funcién y =f(x) satisface la ecuacion diferencial

d
2x2£=x2+y2 (x >0)

(@ (i) Sustituyendo y = vx , demuestre que

dV 2
2x—=(v-1)".
. v-1

(i) A partir de aqui demuestre que la solucion de la ecuacion diferencial

2x
original es y=x -————— , donde ¢ es una constante arbitraria.
(Inx +¢)
(iii) Halle el valor de ¢, sabiendo que y=2 cuando x=1. [7 puntos]

(b) A continuacion aparece la grafica de y =f (x) . La grafica corta el eje de las
xen A.

A

(i) Escriba la ecuacién de la asintota vertical.
(ii) Halle el valor exacto de la coordenada x del punto A .

(iii) Halle el area de la region sombreada. [5 puntos]

222-241 Véase al dorso
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3.  [Puntuacion maxima: 14]

(@i (a) Halle el determinante de la matriz

1 1 2
2 1
2 15 [1 punto]
(b) Halle el valor de A para el cual se puede resolver el siguiente sistema
de ecuaciones:
1 2\ (x 3
1 2 1(|yl=|4
2 1 5%z A [3 puntos]
(c) Para este valor de A, halle la solucion general del sistema de
ecuaciones. [3 puntos]
(i) (a) Demuestre por induccion matematica que
2 1) (v 2'-1 -
01 = 0 L) para todos los valores enteros y positivos
de n. [5 puntos]
(b) Determine si este resultado es cierto o no para n=-1. [2 puntos]
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4. [Puntuacion maxima. 13]

Dos niiios, Juan y Rosa, arrojan cada uno dos dados equilibrados simultaneamente. La puntuacion
obtenida por cada nifio es la suma de los dos nimeros que muestran sus respectivos dados.

(@ (i) Calcule la probabilidad de que Juan obtenga 9 puntos .
(ii) Calcule la probabilidad de que Juan y Rosa obtengan ambos 9 puntos. [2 puntos]

(b) (i) Calcule la probabilidad de que Juan y Rosa obtengan el mismo
nimero de puntos.

(ii) Deduzca la probabilidad de que Juan obtenga mas puntos que Rosa. [4 puntos]

(c) Sea X el mayor nimero que aparece en los cuatro dados.
o)
(i) Demuestre que P(X < x)= (Ej , parax =1, 2, .... 6

(ii) Copie y rellene la siguiente tabla de distribucion de probabilidad

b 1 2 3 4 5 6
1
P(X = ) 1 15 67
1296|1296 1296
(iii) Calcule E(X) . [7 puntos]

5.  [Puntuacion maxima: 15]

La funcion f se define como

f(x)zﬂ

xP+x 4l
(@ (i) Halle una expresion de f’(x) , simplificando su respuesta.

(ii) Las tangentes a la gréfica de f'(x) en los puntos A y B son paralelas al
eje de las x. Halle las coordenadas de A y de B. [5 puntos]

(b) (i) Trace de forma aproximada la gréfica de y =f"(x) .

(ii) Halle el valor de las coordenadas segtn x de los tres puntos de inflexion
de la gréfica de f. [5 puntos]

(c) Halle el recorrido de
® 5

(i) la funcién compuesta fof". [5 puntos]

222-241 Véase al dorso
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SECCION B

una pregunta de esta seccion.

Estadistica

6. [ Puntuacion mdxima: 30]

@

(i)

(iif)

La variable aleatoria X tiene distribucién de Poisson, con media u y
satisface a P(X=3)=P(X=0) + P(X=1) .

(a) Halle el valor de u con cuatro cifras decimales.
(b) Calcule P(2 < X <4) para este valor de u .

Se sabe que los pesos de los enfermeros de un hospital tienen distribucion
normal, con media u=72kg y desviacién tipica 0=7,5kg. El hospital
tiene un ascensor cuya carga maxima recomendada es de 450 kg. Seis
enfermeros entran en el ascensor. Calcule la probabilidad p de que la suma
de su peso supere la carga maxima recomendada.

Se sabe que el rendimiento de cualquier variedad de maiz (es decir, la
cantidad de grano cosechada por unidad de érea) tiene distribucién normal.

Un granjero ha plantado ocho campos con una misma variedad de maiz,
cuyo rendimiento, en toneladas por hectérea, se indica en la siguiente tabla:

Campo 1 2 3 4 5 6 7 8

Rendimiento 10,1 (86 (98 (87 |91 193197199
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También ha plantado otros seis campos con otra variedad de maiz, con el
rendimiento en toneladas por hectdrea indicado en la siguiente tabla:

Campo A | B C|D E F

Rendimiento 89 |82 | 94|79 |91] 81

Se puede suponer que el rendimiento tiene la misma varianza para ambas
variedades.

Con un nivel de significacion del 5%, pruebe la hipétesis de que ambas
variedades tienen igual rendimiento compardndola con la alternativa de dos

colas y enunciando claramente ambas hipotesis.

( Esta pregunta continua en la siguiente pdgina)

[3 puntos]

[3 puntos]

[5 puntos]

[10 puntos]



( Pregunta 6 continuacion)
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(iv) Seis monedas son arrojadas simultdneamente 320 veces con los resultados
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siguientes:

0 cruces
1 cruz

2 cruces
3 cruces
4 cruces
5 cruces
6 cruces

5 veces
40 veces
86 veces
89 veces
67 veces
29 veces

4 veces

Pruebe, con nivel de significacion del 5%,

monedas son equilibrados.

la hipdtesis de que todas las
[9 puntos]

Véase al dorso
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Conjuntos, relaciones y grupos

7. [ Puntuacion mdxima: 30]

@

(i)

(iif)
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Sean 4, By C subconjuntos de un conjunto universal dado.

(a)

(b)

Use un diagama de Venn para mostrar que
MAnNnBuC=AuC)n(BUC).
A partir de aqui, y usando la ley de De Morgan, muestre que

A NBuUuC=ANC) "B NC)".

Sea R una relacién en 7 tal que param € 7', x R y si y s6lo si m es divisor
de x-y,donde x,y € Z.

(d)

Demuestre que R es una relacion de equivalencia en 7, .

Demuestre que esta relacion de equivalencia divide 7 en m clases
distintas.

Sea Z,, el conjunto de todas las clases de equivalencia halladas en la
parte (b). Defina una operacion binaria adecuada +, en 7, y
demuestre que (Z,, , +,) es un grupo abeliano aditivo.

Sea (K, Q) un grupo ciclico de orden m. Demuestre que (K, Q) es
isomorfico con 7, .

Sea (G, ° un grupo con subgrupos (H, ©) y (K, °). Demuestre que
(HU K, °) es un subgrupo de (G, °) si y solo si uno de los conjuntos H y
K esta contenido dentro del otro.

[2 puntos]

[3 puntos]

[4 puntos]

[4 puntos]

[5 puntos]

[4 puntos]

[8 puntos]
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Matematicas discretas

8. [Puntuacion mdxima.: 30]

@)

(i)

(iii)
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(@) Use el algoritmo de Euclides para hallar el maximo comun divisor de
568 y 208 . [3 puntos]

(b) A partir de aqui o de otra manera, halle dos enteras m y n tales que
568m -208n =8. [4 puntos]

Se dice de un grafo que estd coloreado de 7 colores si se puede asignar un
color a cada vértice de modo tal que cada vértice tenga un color distinto de
los colores de todos los vértices que le son adyacentes. Muestre que se
necesitan »n colores para colorear el grafo completo K,. [3 puntos]

Sea G un digrafo. El indegree de un vértice cualquiera V" de G es el nimero

de arcos entrantes en V. El outdegree de V" es el nimero de arcos salientes
de V.

Sea S, la suma de los indegrees de todos los vértices de G, S, la suma de
los outdegrees de todos los vértices, y S; el nimero de arcos de G.
Demuestre que S, =S5, =5;. [2 puntos]

(@) Defina el isomorfismo de dos grafos, Gy H . [3 puntos]

(b) Determine si los dos grafos a continuacién son isomorficos. Dé una
razon para su respuesta.

U
B C
E F X Y zZ
Grafo G Grafo H
[4 puntos]
(c) Halle un sendero euleriano para el grafo G comenzando por el
vértice B . [3 puntos]
(d) Enuncie un resultado que muestre que el grafo H tiene un circuito
euleriano . [2 puntos]

( Esta pregunta continua en la siguiente pdgina)

Véase al dorso
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( Pregunta 8 continuacion)

(v) El diagrama siguiente muestra un grafo ponderado.

Utilice los algoritmos de Prim para hallar un arbol generador minimal
comenzando por J. Esboce el drbol y halle su ponderacion total. [6 puntos]
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Aproximacion y analisis

9. [Puntuacion mdxima.: 30]

@)

(i)

(iii)
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(@) Use el teorema del valor medio o demuestre de alguna otra manera que

1
para cualquier entero positivo 7, nln (1 + —} <1.
n

(b) Muestre que para todo numero real s tal que 0 <s <4,
1 1
—+
s 44—z

>1.

(c) Integrando la desigualdad de la parte (b) en el intervalo [f, 2] o de
alguna otra manera, muestre que para todo numero real ¢ tal que

0<t<2,
h{%}zz—t.

(d) A partir de alli, o de alguna otra manera, muestre que para cualquier
entero positivo »,

nln 1+l > 2n .
n 2n+1

(e) Usando las partes (a) y (d), o de alguna otra manera, muestre que

lim (1+l} =e.
n—oo n

Sea la funcion f(x) =Inx-1. Usando el método de Newton-Raphson y
comenzando por x; =2, halle una solucién aproximada de la ecuacién
f(x) =0. A partir de alli calcule e con siete cifras decimales.

Dado que g: R" — R estd definida por g (x) =x + 2,7-2,7Inx.
(@) Muestre que g (e) =e.
(b) A partir de alli y comenzando por x = 2 aplique iteracion con un punto

fijo para calcular e y exprese la respuesta con siete cifras decimales.
Justifique su respuesta

[3 puntos]

[2 puntos]

[6 puntos]

[4 puntos]

[4 puntos]

[5 puntos]

[1 punto]

[5 puntos]

Véase al dorso
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Geometria euclidea y secciones cénicas

10. [ Puntuacion maxima: 30]

@

(i)

(iif)

La ecuacién de una elipse es 4x* + y* — 24x + 4y + 36 =0.
(a) Halle su centro, sus focos y su excentricidad. [3 puntos]

(b) Si y=mux es la ecuacion de la recta que es tangente a la elipse dada,
halle los valores exactos de m: . [6 puntos]

Sea una hipérbola de focos F, y F, y vértices A, y A,. Sean [F,Y ] y [F,Y,]
las perpendiculares desde los focos a la tangente a la hipérbola en cualquier
punto P, como se muestra en la figura siguiente.

tangente—>,

o hipérbola

(@) Demuestre que Y, y Y, yacen sobre la circunferencia de diametro
[A A, [10 puntos]

(b) Demuestre que el producto F,Y, X F,Y, es una constante,
independientemente de la posicion de P. [6 puntos]

En la figura siguiente se muestra un triangulo ABD y una circunferencia de
centro O. (BD) es una tangente a la circunferencia en D tal que el
tridngulo ABD es isosceles. Ademas ADB=DBA=2DAB. Sea C el
punto de interseccion de la circunferencia y de la recta (AB). Demuestre
que AC=DC=DB. [5 puntos]

A
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